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捉えることは極めて困難である. この様な場合.半古典論 を用い古典力学 の軌道の
言葉で波動関数の振舞いの背後にある特性を抽出 し意味付 けを行 うことが有効な場
合が多い.近年の半古典論を用いた多 くの研究で,半古典領域 における量子系の特
徴が明かになって きた. しか しなが ら,純粋 な量子効果である回折効果や トンネル
効果の研究は充分 に行われているとはいえない.半古典領域ではこれ らの効果は相
対的に小 さくなるが,非可積分系では古典カオスの もつ不安定性を反映 して複雑に
なる事が予想 される. これ らの効果は純粋な圭子効果であるのでこれ までの半古典
論を用いた解析では不十分である. トンネル効果を取 り扱 う場合,複素空間に拡張
した複素半古典論が有効である事 は古 くか ら知 られている.WKB近似における複
素作用積分や時間を複素化 した時 に得 られるイ ンスタン トン解 は最 も簡単な例であ
る. また,分子科学 の分野ではMillerらによって複素軌道 を用いた半古典論による
トンネル効果の先駆的な研究が行われている11. これ らの研究 は,複素半古典論の
有効性を支持 してはいるものの,複素半古典論なぜ有効 に働 くか?また, どこまで
有効なのか?複素解析特有の困難 (リーマン面,複素caustics等)2)13)を どの様に
処理す るか?等の基本的な取 り扱 いの部分においてす ら依然 として不 明な点が多い.
これ らの問題を完全 に理論的に解決することは現在の研究 レベルでは不可能である.
そこで, とりあえず個々の問題を取 り扱いなが ら,複素半古典論の もつ問題点を整
理 し掘 り下げて行 くのが賢明な方法であるよ うに思われる.本報告では, その様な
試みの一つとして トンネル効果や回折効果の特徴付 けが比較的容易な周期変動す る
ポテンシャルによる散乱問題を取 り扱 う.周期外力系の散乱問題を複素半古典論で
解析す るための定式化を試み,簡単な例題 (可積分系)を用いて取 り扱い上の問題
点 について議論す る.問題の定式化や簡単な例題を用いて解析上の問題点 を整理す






展を記述するユニタ リー演算子を U tl.t2 とし,力学量 q及びQの固有状態を Iq
>及び IQ>とすると Iq>から<Qlへの遷移を半古典論及び複素半古典論を用
いて表せば,
半- 論 くqlB.q,～ dz.J 一読 鈷 ]l/2exp･is(Q･q,- i号M,
PL≠i I
複素半古典論 くQI苛Iq〉～∑ [ 同 じ ]C4-1It,Ad小りtAI
P鵬9
(1)
となる. ここで, Sはq及びQを独立変数 とす る正準母関数で,Mはマスロフ指数
である.複素半古典論は複素軌道を用いる他 は普通の半古典論 と同 じである.半古
典論では, q, Qの正準共役な力学量をそれぞれp, pとすると, これらは非観測
量吃ので, t- tl でpは不確定 (-のくp<0), tニ ー 2 でPは不確定 (-の
<p<-)と考える.複素古典論では,観測圭であるq及びQはそれぞれ t- tl
及び tニ ー2 で実数値になることがを要請 されるが,非観測圭であるp及びpは不
鹿定であろので実数値の制限を外 し全ての複素値を取 り得 ると仮定す る. そして,
複素空間へ拡張 した正準方程式を用いて時間発展を計算 し, q及びQがそれぞれ t
- tl及び tニ ー2で実数値を取るような複素軌道を捜 し出す.当然の事なが ら中間
領域 tl< t< t2 ではLq, Q も含めた全ての変数が複素値をとる.時間領域におけ
る複素半古典近似を用いたアプローチは可積分系では極めて有効であ り,非可積分
系でも短 い時間発展を扱 う場合に限れば成功 している2)･3). しか しなが ら,半古典











q- q=qR+ iq】 pー p-p良+ ipl
H (q,p) -E (実数) (2)
簡単な解析により,固定 された実数値 Eに対 し上の条件を満たす複素変数 (q, p)~
が作 る曲面は,時間を複素化 した正準方程式の解軌道により結ばれている事がわか
り,複素時間 t- tR+ itt上の時間発展 q (t), p (t) として与えられる.
これにより,-自由度系をェネルギー領域で扱 う場合には,力学変数を複素化する
事 と時間を複素化す る事は同等である事がわかる.固有状態の波動関数をq表示で
見 る場合,即ちq表示のWKB近似を用いる場合には, Im (q)-qt-0を満
たす点が波動関数に寄与する. これがいわゆるインスタン トン解である.
次に二 自由度可積分系H (ql, q･1, Pl, P2)-H (I.1, I2)を考えて見よ
う. この場合作用変数 Il, Ⅰ 2 は時間不変になるので実数値をとらなけらばならな
























この様な系のハ ミル トニアンを一般的な形で書 き下せば,
l
H-T p2 +V(q･ t)
















由度系の散乱問題 は重要 な問題であ りこれ らの方法論が周期外力の場合に も適用可
能である.
まず,圭子系を拡大相空間で捉 えてみよう. 系の時間発展を与えるユニタ リー演
Jヽ
算子を8(t.,t2) とす ると,外力 の周期毎の時間発展 はU(T,0)で与 え られ, これ
を対角化す ることにより準固有値 8n及 び準固有状態 unが もとまる.
un(q.T)-令(T.0)un(q.T)
■
= e-号hT｡ n(ら.T) (6)
準固有値及び準固有状態の拡大相空間での意味を考 えてみよう.拡大相空間のハ ミ
ル トニア ン走はもとのハ ミル トニア ンHを用 いて次の様 に定義 され る.
Jヽ lヽK≡H-in五･
畳･-こく缶 (7)
拡大相空間の取 り扱 いでは針 と丘は違 う意味を もつ事 に注意 しなければな らない
(以下を見 よ).拡大相空間の固有関数 Vnは準固有関数 un及び準固有値 8nを用い
て次の様 に定義 され る.
vn… un e か ･t (=｡ n eか ht H 117～ ) (8)
Jヽ
定義 よ りす ぐに固有関数 Ⅴ ｡ は周期 Tの時間依存性 を もつ ことがわか る. Ⅴ ｡ にK
を作用 させると,
人 <
KVn - HVn-i鳴 v n - 8n V n (9)
とな り, Vnが固有値 8nを持つ 最の固有関数 にな っていることがわかる. また,
















散乱問題では当然ながら (準)固有値は連続 になる. この場合の (準)固有値 8は
q-0での入射波のエネルギーEo-士pD2 より次のように してもとまる.
8-nod(EB,A8) (A8- 辛 )
E8-8+nE)A e
したが って, q-0での入射波を表す準固有状態u8及び固有状態V Sは,
ue - eXp貴くp8q-et-nBA8tI
ヽ
v8 - eXp号 tpQq-nBA8t)
(12)
(13)
となる.当然なが ら,V eの固有値は8である.反射波及 び透過波 は,準固有値の
m∠18 (m :整数)分の不定性及び拡大相空間でのエネルギ1 8の保存を考えれば,
lq I-ので以下のような平面波の重ね合わせで書ける.
u8 - ∑amexp号 tpnq-et-mA8t)■l
l
v8 - =amexpi tpnq-mA8t)Tへ (14)
ここで, pmはエネルギー保存則を表す以下 の関係式を満たさなければ成 らない.
士pn2-‡p匂2 + (m-na)A8 (15)
反射波及び透過波の性質 は係数 a･爪 が求 とまれば決定 される. am を求める為には
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拡大相空 間 におけ る S行列 を計算 すれば よい.
チ ャ ンネルを持 つ二 自由度系 との対応 か ら半古典近似 の S行列 を求 めよ う.拡大
相空間 のハ ミル トニア ンKを具体 的 に書 き下 せば,
K-士p2 ･Ⅴ (q, t) -E'
lq l- ∞ K- Ko-与 p2 - E'
l
H-てp2 +V (q･o･I)+w l
lq l- - H-HD-与p2 +w I
(16)
(17)
とな る. したが って.形式 的 に tや o及 び-E'⇔ w Iの読 み替 えを行 えば,拡大
相空間 に よる表現 は ポテ ンシャル項 に作用変数 (チ ャンネル) Ⅰが含 まれていない
のを除 き, チ ャンネルを持つ二 自由度 系 に同等 であ ることがわか る. チ ャンネルを
持 つ二 自由度系 の取 り扱 いはMillerらによってな されてい る日. 以下,Millerらの





x r dtexp(与 Et, くq2,I2,exp(一掃 t, Lql･tl, (18,
とな る. これを時 間領域 の半古典近似 を用 いて近似す ると









d t ● [ p 4 - 0 Ⅰ-H ] (tニ ー2- tl) (19)
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となる∴時間積分を実効 しェネルギー領域へ変換 し,それと同時にp, Iを独立変
数に取 ることを考えよう. この場合,エネルギーー定の条件より Iq L-0では
E-与 p .2+w ll-i p 2L､ w I2 (20)
となる. したがって, pまたは Ⅰのどちらか一方を独立変数にとれば充分である.
Millerらはチャンネルを独立変数 とした場合の表示を与えている.


















- q d p+ t d E '
- q d p+ t d E
] 1/2 expくそ石-i号 M)
(E-七 p2 +Ⅴ(q･t)･ E-E' - 8) (22)
となり,結局のところ- 自由度系の取 り扱いと同 いこなる. 自由粒子領域では系は
外力のない一日.由度系になるので これは当然のことと思える. しか し,散乱領域で











したが って, どちらかを独立な変分量 として選べば充分である. ここでは, pを独
立変数 に選んだので, qを変分のパ ラメータとして動かす ことで半古典近似に寄与
する軌道 を探 しだす事が可能のようにみえる.た しかに,実数軌道を扱 う場合には,
初期座標を変化 させることは初期時間をず らした事 と同等であるので,等価交換別
を満たす ように初期点を動か した ものは本質的に同 じ軌道 をあたえ,軌道の正準母
関数は同 じ値になる.
′■ヽ/
¢ (p2, E2' ;q2-p26t, t2 pl, El' ;q1-pl∂t, tl)
-お くp2,E2' ;q2, t2+6t pl,E.' ;q.,tl+6 t)
(24)
したが って,明かに 2つのパラメータq, tは独立ではな くどちらかをスキャンパ
ラメータとすればよい.等価交換別を複素空間に拡張 し,虚数軸に沿 って時間をず
らした場合 (∂t- i∂tl)を考えよう.等価交換則よる虚軸方向へのず らしは,
虚軸方向の時間発展 と見なす ことができる.そこで,図 2に示 したよ うな∂tだけ
ず らした 2つの時間経路に沿 って時間発展をさせた場合, 自由粒子領域における等
価交換別 によるず らし,即ち虚軸方向の時間発展は,p,E'を独立変数 とす る正
準母関数 に寄与 しない事を考慮す ると, 2つの経路の間にブランチポイン トがない
場合には正準母関数 は同 じになる (図 2.(a)). しか し, ブランチポイン トがある場
合には, 2つの経路の正準母関数 は｢致 しな くなり等価交換別のよる置き換えが成
り立たな くなっている (図 2(b)). ここで,注意 しなければな らないのは,複素 t
平面上のブランチポイン トの位置は初期条件 によって移動することである.例えば,
初期時間 tl を固定 し初期座標 ql を動か した場合,散乱領域にあるブランチポイ
ン トが図 3に示すよ うにql を変化 させるに従い移動 Lql がある値を越えた場合
別の リーマン面に接続 して しまう事がありうる.当然なが ら,終状態でみた軌道は
パ ラメータqlに対 し不連続になる. この様な場合,初期状態を等価交換別 に従い,
時間の虚軸方向にず らしてやる事 によりブランチポイン トによるリーマン面の問題
を回避す る事が可能 となる.ブランチポイン トの問題が等価交換別を うまく適用 し
てやることにより回避出来るとい う事実は,周期外力の入 った系が散乱領域では本
質的に二 自由度系 と同等であるということか ら来ている. わざわざ,二自由度系で
のフォーマ リズムを行 ったのもこの為である. ここで議論 したことは例外的な もの











図 2.複素 七平面 での積分経路 とブ ランチポイ ン ト
初期条件によ りブランチポイン トが
移動す る





として計算する.具体的なハ ミル トニアン及びパラメーターは以下に示す通 りであ
る.
H= 主p2+ くaH (1･sinw tHexpL-
a-5.0, β-0.3, q0-5.0, 7-1.2,W-0.2
まず,量子系のシミュレーションの結果を示そう. プランク定数を71- ユTtXIPLサ
～0.06217とおき,平面波を入射 させる実験を行 った. なお,.入射エネルギーはEB
-4.0とした.図 5に自由粒子状態 とみなせる領域 (Ⅴ～ o)へ戻ってきた反射波の
p表示でみた確率分布を示 してある.なお,横軸には運動量の代わりにエネルギー






下のように設定 し,初期状態のq または tを自由パラメータとして動か し,再び自
由粒子領域に戻ってきた終状態でIm(p)-0･を満たす軌道を拾いあげて(22)式に






































t, qの実数部分 については等価交換別が常 に成 り立 って おり, qを独立 なパ ラメ
ータと考 えれば,初期状態 と終状態での時間の実数部分 は固定 しておいてよい. ま
た,外力 の周期性か ら座標の実数部分 はq匂 ≦qRl<q8 +PBT (qO;任意 に固
定, T ;外力の周期)の間で動かせばよいことがわかる.虚数部分 も同様 に, t【l
またはq llの どち らかを独立なパ ラメータと して動か し, p l2-0となる解を拾 い
出せば回折効果 に対応す るインスタン トン解 を見っけだせ る事が堺待 で きる (図 7
の概念図 を見 よ). しか し, この系では t11-0とおきq】1をスキ ャンパ ラメータ
とした場合には, 3章でのべたブ ランチポイ ン トの問題が発生 し, イ ンスタン トン
解 は途中で解析接続不可能 になる. これに対 し, q H -0とお き t I,でスキャンし
た場合 にはブランチポイン トを回避することがで き充分 な長 さのイ ンスタ ン トン解
が求 まる.以下その理由およびシ ミュレー ションの結果を示そ う.
PR
図 7. ポア ンカレマ ップ上で見た軌道群 (入射 エネルギー一定)の
時間発展 とインスタン トン解
まず, 古典系の運動方程式 を書 き下せば,
●
q=p




となる. (q(t), p(t))をこの方程式の解 とするとq(t)を inAq- in27Tβ
(n ;整数)だけず らした もの (q(t)+ inAq, p(t)) もまた解 とな畠. これ
は,系が指数関数型 のポテンシャルを持つためであ り, この方程式の解は虚軸方向
に2方βの周期性がある. さらに, q-qR+ i互生土⊥Aqとお くとポテンシャルV
ユ
は,
V- (a･γ (1･sinw t,,exp[- (い 人芋 ム" ･)]
- (a+γ (1+sinw t))exp卜 j R一 }〇一]
β
ぐ28)
となるため, qR- --でⅤ一 一Q,となる. したが って,複素 q平面で見た ときには
lin qR･ i三㌢ Aqにポールがあることになる.実際･ tを実数 にとり,初期条～●-¢
件でq )I-当山 A qとすると解 は有限の時間でポールに到達する (tが複素の場
合で もq ‖ ～ 迎土LA q付近 に初期点をとるとポールに向か う解がある). これをi
複素 t平面で眺めると有限時間領域 に図 2(b)に示 したようなブランチポイ ン トが存
在す､ることになる. したがって,初期状態の q 】lを独立なパラメータとして例えば
正の方向 に変化 させた場合, qll<‡ 』qでは t.1をパ ラメータとした場合 と等価
交換可能であるが, q.,>; ｡qでは別の リーマ ン面へ行 くために,等価交換不可
能 となる (図 8). 当然のことなが ら, 自由粒子領域に戻 って きた解 は､パ ラメータ
d】1に対 して不連続 にな尋. また,虚軸方向の周期性のためにql､>_士 Aqの解は,
初期座標 をqll-』qに シフ トした解 と本質的に同 い こな り, qH をパ ラメータと
して動か した場合 には, どの様に動かそ うとも一七 Aq<q‖<iAqの範囲で動
か した以上の解を求 めaLことはで きない. これに対 し, tH をパラメータとして動
か した場合には途中 にブランチポイン トがないので自由粒子領域に戻 って きた とき
に もパ ラメータに対 して連続的に変化す る解がえられ,連続的につなが ったインス
タン トン解が得 られ る. 図 9に ttlをパ ラメータとして得 られた時のインスタン ト
ン解 とqllをパラメータとした場合 とを比較 してある. qllをパラメータとした場
合にはほとん ど実数解か ら広がっていないのがわかる.図 6には,半古典近似 によ









図●9.ボ ア ンカ レマ ップ (t-nT)上でみたエネルギー一定の入射粒子群の
時間発展 (実数解) と反射波のインスタン トン解
.( a)tH をスキャンパ ラメータとした場合




周期外力系の散乱問題では,散乱領域で系が本質的に二 自由度系 と同 い こなる.
この為,複素解を扱 う場合には,散乱領域におけるブランチポイン トの発生 により,
自由粒子領域で成 り立っ等価交換別が成 り立 たな くなる場合がある. ここで,計算
したよ うな極めて簡単な例題です ら, この問題 を避 けて通 ることは不可能であ った.
この例題では,座標 の代わ りに時間を独立なパ ラメータと して用いることによ り比
較的簡単 にこの問題 を回避す る事 がで きた. しか し, よ り一般的で複雑な問題 を取
り扱 う場合, この様 な単純な操作 だけでは回避出来ない場合が多々あ ることが予想
古れる. その様な場合で も,等価交換別を念頭 においた読 み替 えによ り回避の手続
きをとることが重要 になると考え られる.非可積分では,沢山のポールによる複雑
な リーマ ン面の トポ ロジーの問題,複素空間 におけるcausticsの問題,複素空間上
のホモク リニ ック構造の問題等が複雑 に絡み合 うことが予想 される. これ らの問題
を解決 し複素半古典論の手法を確立す ることは,非可積分系の トンネル効果を理解
す る上で重要である.
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